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基于非线性最小二乘迭代的分数阶犘犇μ控制器整定
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摘　要：针对进化算法在搜索ＰＩＤ控制器参数时的随机性，提出一种基于非线性最小二乘迭代的参数整定方法．

在辨识直流电机伺服系统传递函数的基础上，进行分数阶ＰＤμ控制器参数整定．类似于迭代反馈整定方法，该方法

首先设定伺服系统期望的输出响应，以最小化误差平方和为目标来整定控制器的３个参数．非线性最小二乘法与

进化算法整定的控制器对比结果表明，所提的控制器迭代整定方法能够使得系统响应逼近所设定的期望响应，而

且快速地确定出唯一的控制器参数．
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１　引言

ＰＩＤ控制器由于结构简单而被广泛应用于工业

控制中．传统ＰＩＤ控制器的整数阶微积分定义限制

了控制灵活性，因此便产生了分数阶的ＰＩＤ控制

器．研究人员常采用进化算法整定ＰＩＤ控制器的参

数，例如在文献［１］中采用自适应差分进化算法整定

出分数阶ＰＩＤ参数．文献［２］中提出一种适应度自

调整的量子遗传算法，并用于分数阶ＰＩＤ控制器的

整定．文献［３］中采用粒子群算法整定分数阶ＰＩＤ

参数，并应用于ＢＬＤＣＭ的速度控制．这些智能优化

算法虽然能够通过适应度展示参数优化过程，但一

般需要多次试验才能整定出合理的控制器参数．文

献［４］中提出一种基于矢量表达式的整定方法，文献

［５］中通过设定频域的三个指标来获取确定的控制

器参数．而这两种整定方法又无法表现出控制器参

数的优化过程．

作为一种以误差的平方和最小为准则来估计非

线性静态模型参数的方法，非线性最小二乘法

（ＮＬＳ）常用于辨识模型的参数．例如在文献［６７］

中，利用ＮＬＳ对模型的参数进行估计．在文献［８］

中，推导出可分离的ＮＬＳ，并以 ＭＩＳＯ系统的辨识
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进行了验证．文献［９］中使用ＮＬＳ估计离散系统的

参数，并且保证了估计的强相合性与系统的全局稳

定性．

参考文献［５，１０］，位置伺服系统一般采用ＰＤ

控制，这种ＰＩＤ的特殊形式可以简化控制器．通过

对分数阶微分环节进行Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ滤波器近似，同

时将ＮＬＳ应用于分数阶ＰＤμ控制器的参数的迭代

整定，即通过ＮＬＳ辨识出控制器模型的参数．搭建

电机控制半实物仿真系统，对经过阶跃响应法辨识

的传递函数模型进行仿真分析，最后验证了非线性

最小二乘迭代相比于进化算法整定的分数阶ＰＤμ控

制器具有更好的控制性能．

２　分数阶ＰＩＤ

传统的微积分是分数阶的特殊形式，非整数的

阶次使得分数阶微积分可以更准确地描述对象．连

续的微积分算子常用表示形式为

犪犇α
狋 ＝

犱α／犱狋α犚（α）＞０

１犚（α）＝０

∫
狋

犪

（犱τ）－α犚（α）＜

烅

烄

烆
０

（１）

分数阶微积分具有３种定义形式，分别为

ＧｒｕｎｗａｌｄＬｅｔｎｉｋｏｖ定义、ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ定义和

Ｃａｐｕｔｏ定义．其中ＧＬ定义的应用较为广泛，其数学

表达式为

犪犇α
狋犳（狋）＝ｌｉｍ

１
犺α ∑

［（狋－犪）／犺］

犼＝０

（－１）犼
α［］
犼
犳（狋－犼犺）

（２）

式中，犺为仿真步长，犺较小时即可求出分数阶微分

方程的近似数值解；犪取值范围为（－１，１）．

分数阶微分方程不可以在工程中直接应用，因

此需要将分数阶算子近似为整数阶．本文采用间接

近似化把分数阶模型转化成整数阶模型，并针对传

统Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ滤波在近似频率两端拟合效果不佳的

问题，引入了两个系数来提高近似频段两端的拟合

精度．改进的Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ近似法为

犌（狊）＝
犓（犱狊２＋犫ω狀狊）

犱（１－α）狊２＋犫ω狀狊＋犱α∏
犖

犽＝－犖

１＋狊／ω′犽
１＋狊／ω犽

（３）

式中，犓＝（ωαω犺）α；犫，犱为调整系数．在本文中滤波

器阶次设定为４，频段设定为（０．００１，１０００）．

为了提高控制精度与可控范围，在整数阶ＰＩＤ

控制器的基础上，将微积分阶次取为非整数得到分

数阶的ＰＩＤ，包括一个积分阶次λ和一个微分阶次

μ，两个变量可以是任意实数．其传递函数为

犌犮（狊）＝犓狆＋犓犻狊
－λ＋犓犱狊μ （４）

ＰＤ控制是ＰＩＤ控制的特殊形式．当λ＝０，μ＝

１时，为整数阶ＰＤ控制；当λ＝０，μ≠１时，为分数

阶ＰＤμ控制．

３　非线性最小二乘迭代

对于犿个数据点拟合狀个参数，其中犿为采样

的数据点数，狀为控制器变量个数．考虑犿个数据点

的集合及采样的每个时刻及其对应的系统输出（狋１，

狔１），（狋２，狔２），…，（狋犿，狔犿）．控制器模型为犳（狓，β），

其中参数向量β＝（犫１１，犫１２，…，犫犿狀）．控制器参数整

定的目标就是迭代出参数向量，使得在控制器的作

用下的系统响应能够逼近所设定的响应，即系统输

出与期望输出的误差平方和达到最小．求解非线性

最小二乘问题：

犉（^β）＝ｍｉｎ
θ＞０
｛犉（β）｝＝ｍｉｎ｛∑

犿

犻＝１

狉２犻｝ （５）

其中残差狉犻＝狔犻－犳（狓犻，β）＝Δ狔．

文中分数阶ＰＤμ控制器的变量个数为３，因此

有梯度方程：

犉
β犼
＝２∑

犻

狉犻
狉犻
β犼
＝０　 （犼＝１，２，３） （６）

当梯度为０时，目标函数犉为最小值．在给定初

始控制器参数时这些梯度方程才有闭合解．

控制器参数的迭代更新公式为

β犼≈β
犽＋１
犼 ＝β

犽
犼＋Δβ犼． （７）

非线性最小二乘求解时的法方程的矩阵形式为

（犑Ｔ犑）Δβ＝犑
Ｔ
Δ狔 （８）

式中，犑为负梯度；犑犻犼 ＝－
狉犻
β犼
．

图１为控制器参数迭代原理，类似于迭代反馈

整定方法［１１］．但与传统迭代整定方法不同，优化指

标中的误差是系统闭环输出与期望输出之间的偏差

ε，而不是系统输入与系统输出之间的偏差犲．这样设

计指标是为了使系统响应逼近期望的输出响应狔．

由于参数的迭代过程是基于采样的，本文提出一种

衡量系统输出狔^与期望输出狔之间近似程度的标

准，即相关系数．其中犆表示两者的协方差，σ表示标

准差．

相关系数计算公式：

ρ（^狔，狔）＝
犆^狔狔
σ^狔σ狔

（９）

４０１



　第４期 史乐珍，等：基于非线性最小二乘迭代的分数阶ＰＤμ控制器整定

图１　犘犐犇控制器参数迭代整定原理图

４　伺服系统辨识与仿真计算

４．１　控制系统数学模型

如图２所示，直流电机伺服系统采用Ｑｕａｎｓｅｒ

公司的ＱＵＢＥＳｅｒｖｏ系列，通过ＵＳＢ与计算机进行

通信，经过编码器反馈信号得到电机转速．由于电机

的物理参数难以确定，因此无法根据铭牌参数推导

出准确的数学模型．本文利用 ＭＡＴＬＡＢ系统辨识

工具箱，并设定待辨识的传递函数类型．对于初始值

０，输入电压为１Ｖ的阶跃响应，由图３中的转速幅

值可得电机的稳态增益犓＝２１．６／１＝２１．６ｒａｄ／Ｖ

ｓ．将阶跃响应实验数据导入系统辨识工具箱，得到

电机的时间常数为犜＝０．１２４ｓ．位置是对速度的积

分，根据转速开环实验数据得到的直流电机位置与

输入电压之间的传递函数为

犌（狊）＝
２１．６

狊（０．１２４狊＋１）
（１０）

采样步长设定为０．００２ｓ，对于１ｓ内采样转速

的５００个数据点，由式（９）可计算出所辨识的传递函

数输出转速狔^与实验转速狔之间的相关系数ρ达到

０．９９９１，因此辨识的模型精度很高．

图２　直流电机半实物仿真系统Ｓｉｍｕｌｉｎｋ模型

４．２　控制器参数迭代整定

为了验证所提控制器整定方法的有效性，相比

于采用二次型性能指标作为目标函数控制器参数优

化，本文研究的迭代反馈整定方法的优点在于可以

设定期望的系统输出．在辨识的系统传递函数的基

础上进行仿真，首先以阶跃信号作用下的理想二阶

系统作为期望轨迹狔（狋），根据系统的阻尼比ξ和固

有频率ω狀可选出合适的期望轨迹，即确定参考系统

图３　传递函数辨识结果

的动态性能指标．

理想的二阶系统计算公式为

犌（ｓ）＝
ω
２
狀

狊２＋２ξω狀＋ω
２
狀

（１１）

其中根据２％准则定义的二阶系统固有频率计

算公式为ω狀 ＝
５．８４
犜ｓｅｔξ

．因此确定期望的系统响应，也

就是确定二阶系统的阻尼比ξ和稳定时间犜ｓｅｔ．除了

设计期望轨迹，迭代计算需要设定采样周期以及采

样点数．本文设定采样周期为１ｓ，采样点数为１００．

即采样间隔为０．０１ｓ．迭代次数为２０次，分数阶ＰＤμ

控制器的初始参数设定为［犓狆，犓犱，μ］＝ ［１，０．０１，

１］．通过设定阻尼比为１，稳定时间为０．１ｓ，可求得

理想传递函数为犌（狊）＝
３４１０．６

狊２＋１１６．８狊＋３４１０．６
．经

过２０次迭代，得到的控制器参数为犓狆 ＝１．２８２８，

犓犱＝０．１８６１，μ＝０．９５０３．即分数阶ＰＤ
μ控制器为

犆（狊）＝１．２８２８＋０．１８６１狊０．９５０３．

阶跃响应曲线的迭代过程如图４所示，为了验

证系统响应不断进行优化，图５给出了迭代过程中

响应曲线与期望响应曲线之间的相关系数以及误差

平方和的变化趋势．在初始控制器的作用下，系统输

出响应曲线与期望响应之间的相关系数为０．７８８４，

误差的平方和为１０．７８１４．在经过非线性最小二乘

法的２０次迭代后，相关系数提高了２６．５２％，误差平

方和减小了９５．８１％，如表１所示．两种性能指标表

明，优化后的系统响应曲线与期望响应曲线很接近，

如图４所示．

最小二乘迭代可设定不同的期望响应曲线进行

逼近，这与传统进化算法根据积分性能指标优化阶

跃响应有着本质的区别．理想的阶跃响应无超调，因

此阻尼比ξ选为１，而稳定时间犜ｓｅｔ决定了位置响应

的速度，可通过改变稳定时间来进行迭代．在１ｓ的
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图４　位置阶跃响应（犜ｓｅｔ＝０．１ｓ）

图５　控制器迭代优化性能指标

仿真周期内选择稳定时间犜ｓｅｔ为０．２ｓ与０．４ｓ进行

迭代，如图６（ａ）和（ｂ）所示．设置的初始控制器参数

与犜ｓｅｔ＝０．１ｓ时相同，从图中的迭代过程可以看

出，在２０次迭代后系统曲线都能较好地逼近期望响

应曲线．根据性能指标计算公式，如表１所示，对于

犜ｓｅｔ＝０．２ｓ，系统响应的相关系数提高９．６２％，误

差平方和降低８９％．对于犜ｓｅｔ＝０．４ｓ，系统响应的

相关系数提高１７．３１％，误差平方和降低７９．３９％．

积分性能指标从时间尺度衡量系统响应的性能，表

１中迭代后的ＩＴＡＥ与ＩＳＥ的值相比于迭代前也都

有不同程度的优化．

图６　位置阶跃响应

为了突出ＮＬＳ迭代相比于进化算法优化的特

点，分别采用ＧＡ、ＰＳＯ、ＤＥ算法及本文提出的ＮＬＳ

迭代对分数阶ＰＤμ控制器的参数进行整定．表２列

出了不同算法整定的控制器参数及性能指标，优化

后的响应曲线如图７所示．从表２和图７不难发现，

进化算法优化的曲线难以控制系统的超调量，而且

无法优化得到期望的系统稳定时间．而经过ＮＬＳ优

化的曲线，基本都能接近所设定的期望曲线．

图７　ＮＬＳ整定分数阶ＰＤμ参数与进化算法整定结果对比

图７给出了不同算法优化的阶跃响应曲线，其

中基于进化算法整定得到的阶跃响应具有一定的超

调量，且优化后系统的稳定时间不确定．由于非线性

最小二乘迭代设定了期望的响应，因此就能够得到

接近于期望响应的位置输出，而且稳定时间相当于

确定了位置控制的响应速度．

４．３　正弦位置控制

选取期望的正弦位置时，设定期望响应为幅值

等于１的正弦函数．仿真时长为１０ｓ，采样间隔为

０．０１ｓ．选定初始的控制器参数为［犓狆，犓犱，μ］＝

［０．０１，０．０１，１］．控制器参数１０次迭代过程如图８

（ａ）所示．优化后得到的分数阶控制器为犌（狊）＝

０．６６９３＋２．３０５７狊１．２２６９．
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表１　ＮＬＳ迭代前后性能指标对比

犜ｓｅｔ＝０．１ｓ 犜ｓｅｔ＝０．２ｓ 犜ｓｅｔ＝０．４ｓ

迭代前 迭代后 迭代前 迭代后 迭代前 迭代后

ＩＴＡＥ ０．０２５３ ０．００２０ ０．０２０６ ０．００６５ ０．０２５３ ０．０１７９

ＩＳＥ ０．０７００ ０．０１８４ ０．０６９９ ０．０３８０ ０．０６９９ ０．０６７３

相关系数 ０．７８８４ ０．９９７５ ０．９１１３ ０．９９９０ ０．８２３９ ０．９９６４

误差平方和 １０．７８１４ ０．４５１６ ８．０４９８ ０．８８５６ １１．３５５９ ２．３４１０

表２　不同算法整定的分数阶ＰＤμ控制器参数

算法 ＧＡ ＰＳＯ ＤＥ
ＮＬＳ

犜ｓｅｔ＝０．１ｓ 犜ｓｅｔ＝０．２ｓ 犜ｓｅｔ＝０．４ｓ

犓狆 ６．７２５８ ４．４６７３ ６．２３１５ １．２７３１ ０．６２７８ ０．３４５２

犓犱 ０．２２８７ ０．２２４３ ０．５２７６ ０．１９２６ ０．１０７４ ０．０５１２

μ １．０１５７ ０．９８８７ ０．９０６４ ０．９４３９ ０．８６５３ ０．９０６４

稳定时间／ｓ ０．１５ ０．１８ ０．０９ ０．１０ ０．２０ ０．４０

超调量／％ １４ １０ ３ ０ ０ ０

　　根据性能指标计算公式，如图８（ｂ）所示．优化

后两曲线之间的相关系数提高了３４．９３％，误差平

方和减小了９８．２１％．

图８　正弦位置响应迭代过程及优化性能指标

利用辨识的位置伺服系统传递函数，给定期

望响应后进行控制器参数的迭代整定，本文提出

的这种方法简单方便，不需要多次对控制器参数

进行离线拟合．给定期望的阶跃或者正弦响应后，

只要设定合理的迭代参数，都能够使得系统响应

不断逼近期望响应，并且快速整定出唯一的控制

器参数．

５　结束语

针对进化算法整定ＰＤμ控制器参数结果的不确

定性，提出将非线性最小二乘迭代应用于分数阶控

制器参数的整定，即将控制器看作是数学模型，而对

控制器参数的整定就是对模型的参数进行辨识．非

线性最小二乘法与其他智能算法优化控制器参数的

对比结果表明，非线性最小二乘迭代方法能够使得

系统响应不断逼近期望的系统输出，而且在选定初

始参数和迭代次数的基础上，非线性最小二乘迭代

能够确定唯一的控制器．
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图１０　提出的ＡＦＣ仿真图

ＡＦＣ搜索步数；其次利用顺序搜索算法寻找处于目

标频点的上下两条目标频带，并在此基础上增加最

优选择模块选择出最优频带，以利于频率合成器环

路稳定和相位噪声的改善．首次采用了数模混合电

路方式设计ＡＦＣ，利用模拟电路设计高速计数器以

减小ＡＦＣ搜索步长，数字模块实现搜索算法．该自

适应频率校准电路性能满足卫星导航系统中宽带频

率合成器的需求．
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